CAPITULO 4 — VARIAVEL ALEATORIA e FUNCAO DISTRIBUICAO
4 - Variaveis aleatorias multidimensionais

Conceitos em R, revisao:

Defini¢ao 3.1 — Variavel aleatdria
Uma variavel aleatoria, X, € uma fungcéo com dominio () e com
contradominio em R.

X:w€eQ —->X(w)ER

Definicao 3.2 — Func¢ao de distribuicao

A funcao real de variavel real, F, com dominiolR, definida por,
Fy(x) =P(X <x)

designa-se por funcao de distribuicao da variavel aleatoria X.
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* Propriedades da func¢ao de distribuicao:

1)0 < F(x) < 1.

2) F é ndo decrescente: Ax > 0 = F(x) < F(x + Ax).

3)F(—) = llm F(x) =0eF(4+x) = lim F(x)=1

X—+ 00

4)P(a < X < b) = F(b) — F(a), quaisquer que sejamae
b a verificar b > a

5) F é continua a direita, F(a + 0) = lirrJlr ) F(x) = F(a)
X—a

6)P(X = a) = F(a) — F(a — 0), qualquer que seja a um numero
real finito.
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4.1 — Variaveis aleatdrias bidimensionais. Conceitos introdutorios

e VVariavel aleatdria k-dimensional

Quando o estudo envolve k atributos quantitativos dos
elementos w € (), estabelece-se a correspondéncia,

w € Q- ( X1(w), Xz (w), -, Xy (w) ) € R¥
variavel aleatdria k-dimensional
Fazendo k = 2

Definicao 4.1 — Varidvel aleatdria bidimensional
Uma variadvel aleatdria bidimensional, (X ,Y), é uma fungéo com
dominio () e com contradominio em R 2.

w€Q- (X(w),Y(w)) € R?
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Definicao 4.2 — Func¢ao de distribuicao conjunta

Seja (X ,Y) uma varidvel aleatdria bidimensional.

A funcéo real de duas varidveis reais, com dominio R?,
deﬂn'da por: FX’y(x,y) = PX,Y(X < x,Y < Y)

é a fungao de distribuicao de (X ,Y) ou a fungéo de
distribuicGo conjunta das variaveis X e'Y.

-
b

Fig. 3.16 — Regiao do
B planoR?definido
pelas desigualdades
" X <xeY < y.
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* Propriedades da funcao de distribuicao:

1)0 < F(x,y) < 1.

2) F é ndio decrescente separadamente, em relacdo a x e em relacéo a
y:
Ax >0=>F(x+Ax) —F(x) > 0;Ay >0=F(y+Ay) — F(y) > 0.

3)F(—o0,y) = F(x,—0) = 0 e F(4+o0,+o) =1

4) Considere-se o rectangulo | deR?(fig 4.2) com vértices nos pontos,

(x1,¥1), (X2, 1), (x1,¥2), (x2,¥2)

I={(,y)ix; <x <%, <V < ¥,}
P(I)=P(x1 <X <x,y1 <Y < y,)

— F(xz;yZ) _F(xl;yZ) _F(xZJyl) +F(X1,y1)

5) Qualquer funcao de distribuicao F é continua a direita em
relagdo a x e emrelagao a vy,
F(x+0,y)=F(x,y);F(x,y+0) = F(x,y)
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e Funcoes de distribuicao marginais - cada variavel considerada
de forma isolada

PX<x)=PX<x,Y<+) = liI_P F(x,y) = F(x,+) = Fy(x)
y—) (00)

P(Y<y)=PX <+4o0,Y <y) = xl_i)ErnOOF(x,y) = F(+40o0,y) = Fy(y)

Definicao 4.3 — Func¢ao de distribuicao marginal

A fungdo Fy(x) = Fxy(x,+) - funcdo de distribuicéo
marginal da variavel aleatoria X.

A fungdo Fy (y) = Fx y(+,y) - fungdo de distribuicdo marginal

da variavel aleatoria Y.

A distribuicao conjunta determina univocamente as distribuicdes
marginais, mas a inversa nao € verdadeira.
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Seja a v.a. bidimensional (X,Y) com f.d. :

0 x<0,y<o0
Fry(0,y) = {1 —e*—eV+e™*V x=0,y=0

A funcao distribuicao marginal de X é

0 x <0
Foao () = {1 —e™ x>0

A funcao distribuicao marginalde Y é

0 y <0
F<Y>(3’)={1—e—y y =0
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Variaveis independentes

Definicao 4.4 — Varidveis aleatdrias independentes

Considere-se uma variavel aleatoria bidimensional (X, Y). Sejam
B, e B, dois acontecimentos quaisquer tais que B; so envolve Xe
B, apenas se refere a Y. As variaveis aleatorias X e Y séo
independentes se e SO se,

P(XeB,,YeB,) =P(XeBy) XP(Y €B,)

De forma equivalente: FX,y(x, y) = Fy(x) X Fy(y)

Teorema 4.1 —Se X e Y sdo variaveis aleatorias independentes e
se yYe @sdo duas fungdes entdo as variadveis aleatérias U = P (X),
V = @(Y) sdo também independentes.

Dem.: Murteira (1990a).
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4.3 - Variaveis bidimensionais discreta

Ex.1- Suponha que um vendedor de automoéveis pretende
vender trés tipos de automoveis: um AUDI descapotavel, um
Mini Austin e um familiar Volvo. Para saber como orientar a sua
campanha promocional, interessa-lhe saber a distribuicao de
probabilidades por idades e género.

Ex.2 — Suponha que é um gestor de carteira e tem de optar por
um de dois pacotes de accoes A e B. Para cada um dos pacotes a
percentagem de rendimentos possiveis sao 0%, 5% e 10%. Para
fundamentar a escolha o gestor necessita de ter uma ideia das
probabilidades associadas a cada grupo (pacote de accoes —A, B-
percentagem de rendimento- 0%, 5% e 10%).
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4.3 - Variaveis bidimensionais discretas

Definicao 4.5 — Variavel aleatdria bidimensional discreta (X,Y)
e variavel aleatoria bidimensional discreta se e so se X e Y sdo
varigveis aleatorias discretas.

D(X,Y) — {(x,y)P(X =x,Y =y) > O}

PX=xY=y)=1

(x,y)ED(xy)

Definicao 4.6 — Func¢ao probabilidade conjunta

Seja (X,Y) uma varidvel aleatéria bidimensional discreta. A funcéo
real de duas varidveis reais, com dominio em R?, definida por,
faer)(x,y) = P(X = x,Y = y) é afungdo probabilidade de (X,Y)
ou a funcgdo probabilidade conjunta de (X ,Y)oude X eY.
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4.3 - Variaveis bidimensionais discretas
* Propriedades da funcao probabilidade conjunta:

1. P((X, Y) € B) = Z(x’y)eB PX=xY=y)= Z(x,y)eB flx,y)
2FX,Y)=PX <x,Y <) = Yyex Dyisy f (X0, V1)

Defini¢ao 4.7 - Fun¢ao probabilidade marginal da v.a X
Considere-se uma variavel aleatéria bidimensional (X,Y). Seja
Fy(x) a fungdo de distribuicéo marginal de X e

Dy ={x:P(X =x) = Fy(x) — Fxy(x — 0) > 0},
o conjunto dos pontos de descontinuidade de Fy(x) com
probabilidade positiva.
A funcdo probabilidade marginal de X é definida por:

fir(x) = {P(XOZ x) ﬁ Z g); (4.11)
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De igual modo se define a Fun¢ao probabilidade marginal da v.a.Y:

fry) = {P(Yoz 2 ;’;gi (4.12)

Com:Dy ={y:P(Y =y) = Fy(y) — Fy(y — 0) > 0}

fx(x)=PX=x)=PX=xY=y;) (=12-)
fr) =P =y)=PX=x,Y=y) (=12-)

Teorema 4.2 - As variaveis aleatorias X e Y sdo independentes
seesose, f(x,y) = fx(x) X fy(y) V(x,y) € Dxy), istoé,
se e sO se a funcao probabilidade conjunta é igual ao produto

das funcdes probabilidade marginais. (para todos os pontos de
descontinuidade de F(x, y))
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Ex1. X —idade; Y- tipo de automovel
X=1-1<25X=2-25<1<50;X=3—1>50
Y =1-Audi;Y =2-Mini; Y = 3 — Volvo

X \ Y 1 2 3 fx(x)
1 0.05 0.21 0.04 | 0,3
2 0.10 0.10 0.10 | 0,3
3 0.05 0.05 030 | 0,4
fry) 0.2 0.36 0,44 1

Probabilidade de se venderem a pessoas com 50 anos ou menos,
automoveis das marcas Audi e Mini? , ,
PXS2Y <D =Fy1D =) > fry(xy)
X= y=
= fxy(L D+fxy(1,2)+fxy(2, D+fxy(2,2)
= 0.05+0.21 + 0.1 + 0.1=0.46
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Ex1. X —idade; Y- tipo de automovel
X=1-1<25X=2-25<1<£50;,X=3—-1>50
Y=1-Audj;Y =2-Minij;Y =3 —Volvo

X \ Y 1 2 3 fx(x)
1 0.05 0.21 0.04 | 0,3
2 0.10 0.10 0.10 | 0,3
3 0.05 0.05 030 | 0,4
fry) 0.2 0.36 0,44 1

Qual a probabilidade de os potenciais clientes do vendedor terem
mais de 25 anos?

PX>1)=1-PX<1)=1-F,(1)=1—fx(1)=1-03=0.7

Qual a probabilidade de os potenciais clientes do vendedor quererem
Mini ou Volvo?

PY>1D=1-P¥<1)=1-F(1)=1-fy(1)=1-02=0.8
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4.3 - Variaveis bidimensionais discretas

Ex.2 — X- rendimento do pacote A; Y- rendimento do pacote B

X=1-0%;X =2-5%;X =3 —10%; X =4 — 15%
Y=1-0%;Y =2-5%;Y =3 —-10%; Y =4 — 15%

X \ Y 1 2 3 4 fx(x)
1 0,0625 | 0,0625 | 0,0625 | 0,0625 0,25
2 0,0625 | 0,0625 | 0,0625 | 0,0625 0,25
3 0,0625 | 0,0625 | 0,0625 | 0,0625 0,25
4 0,0625 | 0,0625 | 0,0625 | 0,0625 0,25
fr( 0,25 0,25 0,25 0,25 1

O rendimento do pacote A é independente do rendimento do pacote B?

X,Y sdo independentes sse fxy(x,y) = fx(x)*fy(y) V(x,y) € Dxy
fX,y(l, 1) = 0.0625 = 0.25 % 0.25 = fx (1) *fy(1)

fxy(4,4) = 0.0625 = 0.25 % 0.25 = fx(4)*fy(4)
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 Exemplo 4.4 - Lancamento de dois dados. Sejam X: numero de pontos obtido
com o primeiro dado e Y: o numero mdximo de pontos obtido no conjunto dos
dois dados.
Por exemplo: se sair (1,3) tem-se X = 1,Y = 3;
se sair (3,3) tem-se X = 3,Y = 3.

Y 1 2 3 4 5 6 ()
y :
1 1 1 1 1 1 6
1 36 36 36 36 36 36 36
1 6
2 36 36 36 36 36 36
0 0 3 1 1 1 6
3 36 36 36 36 36
0 0 0 hd 1 - 6
4 36 36 36 36
0 0 0 0 5 1 5
5 26 36 36
0 0 0 0 0 6 5
6 36 36
1 3 5 7 9 11
o0 | L 3 > 7 2 11
36 36 36 36 36 36 1
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* Definicao 3.13 - Funcao probabilidade condicionada
Seja f (x, y)a fungdo probabilidade conjunta de X e Y

A funcéo probabilidade de X condicionada pela realizacao

do acontecimento {Y = yj}, com P(Y = yj) > (0 é dada por,

PX=xY=y) _ f(x,v)
P(Y =) fr(v)

fxjy=y(x) = (y fixo) (4.16)

A funcdo probabilidade de Y condicionada pela realizacao do
acontecimento {X = xj}, com P(X = xj) > (0 é dada por,

( )_P(X=x,Y=y)_f(x,y)
A SO

(x fixo) (4.17)
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Calculo de probabilidades condicionadas:

PX=2Y=3) f(23) 1/36 1

P =2V =3)="3%=3 ~ /(3 5/36 5

Cciw _a  PX=3Y=5) f(35) 1/36 1
PU=SN=3 =" %= ~ /K3 /36 ¢

o _f@2D+f(B2) 2/36+0 2
Pl<X<3|Y=2)= ) =3 =3

L fAD+FAD+ A4 3/36 1
P2<Y<4lX=1) = e =736 =3
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* As funcoes probabilidade condicionadas gozam de todas
as propriedades das funcdes probabilidade:

Yixepy fxr=y(Xx) =1 e Yiyepy frix=x(y) =1 (4.18)

Independéncia de variaveis aleatodrias e funcoes probabilidade
condicionadas.

_ fxy)  fx@xfy(y)

_fxy)  fxQO)Xfy(y)
frix@) = 0 e fr(y) se fx(x) >0
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Exemplo 3.17 — Retome-se o exemplo 4.4
e funcdes probabilidade condicionadas assumindoY = 3

fX|Y=3(1) —
fX|Y=3(3) —

z fxiv=3(%) = fxyy=3(1) + fxy=3(2) + fx|y=3(3) =1

XEDX

e funcoes probabilidade condicionadas, assumindo X

fY|X 4(4) =
frix=4(6) =

fX,Y(1:3) 1

fy(3)

5

fX,Y(3r3) 3

fy(3)

f(4,4)

fx(4)
f(4,6) _
fx(4)

5

_ 4/36

" 6/36

1/36
6/36

1/36 _

/36
/36
/36

2

3)
1

E
3
57

fxjr=3(2) =

entdo:

fY|X=4 (5) —

= - entdo'

YEDy

fXxy(2,3)

fy(3)

_1/36 _

5/36

= 4
f(45) 1/36
fx(4)  6/36

1

6

2 fY|X J(y) = Zy 4fy|x +(y) =1

1
5
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4.4 VVariaveis bidimensionais continuas

Exemplo: Um pais importa aco e exporta automoveis. O valor por

unidade de carro exportado é medido em milhares u.m./p.carro e
representado pela v.a. X. O valor por unidade de aco importado é
medido em milhares u.m. e representado pela v.a.Y.

Suponha que como economista lhe pedem para calcular, prever
o valor da balanca comercial relativo a estes produtos, i€, o
desvio entre o montante total das exportacdes de automoveis e
o das importacoes do aco.

Para tal vai precisar de conhecer a distribuicao de probabilidades
da v.a. Bidimensional (X, Y) que é continua.
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4.4 VVariaveis bidimensionais continuas

Ex1l: Uma empresa produz computadores fixos e portateis. Esta empresa
pretende ter uma ideia da sua performance em termos de prazos de
satisfacao das encomendas de cada um daqueles tipos de computadores.
Existe informacao sobre a proporcao mensal de encomendas satisfeitas no
prazo de uma semana. Como estatistico ao servico da empresa como
procederia para responder a pretensao da empresa?

Ex2: Uma empresa de recrutamento de trabalho temporario aplica 2 testes
gue avaliam as competéncias em matematica e destreza manual aos
trabalhadores que a ela recorrem para arranjar emprego.

A empresa recebe um pedido de procura de um trabalhador para um cargo
especifico, para o qual se exige certo nivel de competéncias para cada uma
das areas avaliadas.

Como técnico dessa empresa é-lhe pedido um parecer sobre a
probabilidade de encontrar um trabalhador com o perfil desejado. Como
procederia para fundamentar o seu parecer?
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Defini¢ao 4.9 — Varidvel aleatdria bidimensional continua

A variavel aleatoria (X ,Y), com fungéo de distribuigéo
F(x,y), éuma varidvel aleatoria bidimensional continua
se e sO se, existe uma funcao real de duas variaveis reais, nao
negativa, f(x,y), tal que,

Xy
Fyy(x,y) = j_ j_ f(u,v)dudv V(x,y) € R? (4.19)

(X ,Y) é uma varidavel aleatdria bidimensional continua se e so se, X
e Y séo varidveis aleatérias continuas.

Definicao 4.10 — Funcao densidade conjunta

A funcdo f (x,y) introduzida na defini¢to anterior, chama-se
fungdo densidade (probabilidade) conjunta de (X ,Y) oude X eY.
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 Da propriedade 3 das funcdes de distribuicao conjuntas, vem:

+00 400

© F(koo,400) = 1o By (o) = [ | fyuydxdy =1
-0 T 0%F(x,y)

dxoy

* Nos pontos em que nao existe segunda derivada, convenciona-se
que f (x,y) = 0.

* As funcoes de distribuicao marginais de X e de Y, escrevem-se:

« Se f (x,y) for continua no ponto (x,y) entdo, f(x,y) =

+00

Fx(x) = Fxy(x,+) = j fxy(u,y)dydu

— 00

+oo 7y
Fy(y) = Fxy(+o0,y) = J j fxy(x, v)dxdv
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Definicdo 4.11 — Funcgoes densidade marginais
A funcao densidade marginal de X é dada por:

0F (x) T 429
[ === fiyyay &
A funcao densidade marginal de Y é dada por:
) (7 4.2
fry) = Yy fX,Y(x; y)dx (4.23)

Teorema 4.3 — As varidveis X e Y dizem-se independentes se e
sése, [xy(x,y) = fx(x) X fy(y)

fun¢do densidade  fung3o densidade  funcio densidade
conjunta marginal X marginal Y

Dem.: livro
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Definicao 4.12 — Fun¢oes densidade condicionadas
Seja fx y(x,¥y) a fungéo densidade conjuntade X eY.

* A funcgéo densidade de X condicionada porY = vy, com
fy(y) > 0, é definida da seguinte maneira:

fxiy=y = fx;;(();)y) (y fixo) (4.25)

* A funcdo densidade de Y condicionada por X = x, com
fx(x) > 0, é definida da seguinte maneira:

. fX,Y(x' y) .
frix=x = 70 (x fixo) (4.26)

e A funcao densidade condicionada verifica todas as propriedades de
uma funcao densidade de uma variavel aleatdria unidimensional.

e fxy(x,y) = fx(x) X fY|X(y) = fr(y) X fX|Y(x)
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4.4 Variaveis bidimensionais continuas

Ex1: A proporcao mensal de encomendas satisfeitas no prazo de uma
semana, para cada um daqueles tipos de computadores podem ser
representadas, respectivamente, pelas v.a.(s) X e Y com funcao
densidade probabilidade conjunta dada por:

fX,Y(xly) =2—-x—y (0<x<1,0<y<1)
a) Num dado més qual a probabilidade de a empresa satisfazer,

menos de 75% das encomendas de computadores fixos numa
semana em que foram satisfeitas 50% das encomendas de portateis?

b) Estude a independéncia entre as variaveis X e Y.
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4.4 Variaveis bidimensionais continuas

Ex.2: Da analise da informacao sobre as notas de centenas de
candidatos nos testes de avaliacao de competéncias em matematica e
destreza manual, a empresa concluiu que aquelas notas sao bem
representadas, respectivamente, pelas v.a.(s) X e Y com funcao
densidade de probabilidade conjunta dada por:

fxy(x,y) = 0.4(2x + 3y) 0<x<1 0<y<1)

a) Existe uma vaga para gerente de escritério para o
preenchimento da qual é exigida uma nota superior a 0.75 em
matematica e 0.25 em destreza manual. Qual a probabilidade de

gue um candidato que acabou de se inscrever na empresa tenha
o perfil desejado?
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1

1 _ 1 1 1
L Jo . 0.4(2x + 3y)dydx =04 [ 2xy +3 7] 0,259

P(X > 0.75,Y > 0.25) =

_04J1 345 L[3FR 45 ] 1
- 2 TR T 22 T332 075

_oalr 45, 39 453
- I\22 32 232 324
b) Abriu uma vaga para fiel de armazém. Para se qualificar para
essa vaga o candidato tem de ter uma nota superior a 0.8 em
destreza manual. Qual a probabilidade de que um candidato que
acabou de se inscrever na empresa satisfaca a exigéncia®?
1 1 x2

1 (1
P(Y>08)=| fy(y)dy = j j 0.4(2x + 3y)dxdy = O.4j 2—+ 3xy] 1dy
0.8 0.870 08 2 0

1 1

=04 fOdy= j

2
Yy | 1
1+3ydy=y+3—]
0.8 0.8 2108

0.82
= (1+3)-1 0.8 + 3 * >
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Ex.2: Da analise da informacao sobre as notas de centenas de
candidatos nos testes de avaliacao de competéncias em
matematica e destreza manual, a empresa concluiu que aquelas
notas sao bem representadas, respectivamente, pelas v.a.(s) X e Y
com funcao densidade de probabilidade conjunta dada por:

fxy(x,y) = 0.4(2x + 3y) 0<x<1 0<y<1)

c) Determine a funcao densidade da nota em matematica,
condicionada pela informacao de que o candidato teve uma nota de
0.5 em destreza manual?

d) As notas em matematica e destreza manual sao independentes?



4 - Variaveis aleatorias multidimensionais
4.4 VVaridveis bidimensionais continuas

Ex14:fyy(6y) =2(0<x<1,0<y<-)
a) Verifigue que se trata de uma funcao densidade.

b) Obtenha as funcdes densidade marginaisde X eY e
analise a independéncia.

OP(Xx<3iv<3)

d) P(Y > X)
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4.5 - Valor esperado de variaveis aleatdrias
bidimensionais (discretas e continuas)

Definicao 4.13 — Valor esperado de fun¢ao de v.a. bidimensional

Se (X ,Y) é uma variavel aleatoria bidimensional discreta com
fungdo probabilidade fx y , e se Y € uma fungdo de (X ,Y), a
expressdo
E[WX, V)] = Xeypyeny, P60 ¥) - fry (x,y) (4.29)
Ou

ElpX, ] = [*7 [T w(x,y). fyy(x,y)dydx  (4.30)

é o valor esperado de Y(X,Y). Tal como no caso unidimensional,
tem de se verificar a condicdo de existéncia do valor esperado.
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(discretas e continuas)

e Calculo do valor esperado marginal de X e de Y (v.a.(s) discretas)

EO= ) xfiyey) = ) ¥ ) fry@y) = ) xfy®

(x,y)eDxy x€eDy Y€Dy x€eDy
E(Y) = z V.- fxy(x,y) = Z y 2 fxy(x,y) = Z V. fr(y)
(x,y)eDxy veDy x€Dyx yeDy

e Calculo do valor esperado marginal de X e de Y (v.a.(s) continuas)

4+ oo

E(X) = jj xfxy(x,y)dydx = joo jfxy(x y)dydx = f xfx(x)dx

— 00

400 + 0o

= | | ;myfx,y(x,y)dxdy= | v | favyaxdy - Tymy)dy

— 00 — 00



4 - Variaveis aleatorias multidimensionais

4.5 - Valor esperado de variaveis aleatdrias bidimensionais
(discretas e continuas)

Ex. Um agente imobiliario esta interessado na relacdao entre o niumero de
linhas dos anuncios para venda de apartamentos e o numero de potenciais
compradores. O numero de potenciais compradores e o numero de linhas dos
anuncios sao respectivamente representados pelas v.a.(s) X e Y. Usando
registos historicos o agente imobiliario chegou a seguinte f.p. conjunta:

X \ Y 3 4 5

0 0,09 0,07 0,03
1 0,14 0,23 0,1
2 0,07 0,16 0,11

a) Calcule o numero médio de potenciais compradores e respectiva variancia. O
mesmo para o numero médio de linhas dos anuncios

b) Calcule 0 E(XY)



4 - Variaveis aleatorias multidimensionais
4.5 - Valor esperado de variaveis aleatorias bidimensionais

(discretas e continuas)

a) Calcule o numero médio de potenciais compradores e respectiva variancia. O
mesmo para o numero médio de linhas dos anuncios.

b) Calcule o E(XY)

X \Y 3 4 5

0 0,09 0,07 0,03 0.19

1 0,14 0,23 0,1 0.47

2 0,07 0,16 0,11 0.34
0.3 0.46 0.24 1

EOO= ) x ) fuy(xy)

xeDxy Y€eDy

Fx(x)
=) xefil®)
xXeDy

=0%x0.19+1%047+ 2%0.34

E(X?) = 2 x? z fxy(xy) = z x2 % fy(x) =0%0.19 +1x0.47 + 4 *0.34
xeDyx

xeDx

fx(x)
Var(X) = E(X?) —p% =

E(X.Y)=z 2 x*xy*fyy(x,y) =0%3%x0.09+0x4%0.07+0.x5%0.19
YEDy

xeDyx

+-4+2+%3%x0074+2%x4%x0.16+2+5%0.11



4 - Variaveis aleatdorias multidimensionais
4.5 - Valor esperado de variaveis aleatorias bidimensionais
(discretas e continuas)

* Sejaav.a. Bidimensional (X,Y) com fun¢ao probabilidade conjunta:

x \y 3 5 fx(x)
1 0,1 0,3 0,4
2 0,2 0,4 0,6

) | 03 | 07 1

FO) = ) xyfuy ()

(x,y)eDxy
=1%Xx3%Xx01+1%Xx5%Xx03+2%x3%x024+2%x5%x04=7

E(X) = Z Xy (xy) = z xfx(x) =1%x0,4+2x%x06=1,6

(x,y)eDxy xeDx

E(Y) = Z Yy (xy) = Z Yfr() =3x0,3+5x%0,7 = 4,4

(x,y)eDxy Y€eDy



4 - Variaveis aleatorias multidimensionais

4.5 - Valor esperado de variaveis aleatdrias bidimensionais
(discretas e continuas)

Ex: Uma empresa de recrutamento de trabalho temporario
aplica 2 testes que avaliam as competéncias em matematica e
destreza manual aos trabalhadores que a ela recorrem para
arranjar emprego.

Da analise da informacao sobre as notas de centenas de
candidatos nos testes de avaliacao de competéncias em
matematica e destreza manual, a empresa concluiu que aquelas
notas sao bem representadas, respectivamente, pelas v.a.(s) X e
Y com funcao densidade de probabilidade conjunta dada por:

fxy(x,y) = 0.4(2x + 3y) 0<x<1 0<y<1)
a) Qual a nota média e a variancia dos candidatos em
matematica? E em destreza manual?

b) Calcule o E(XY)



4 - Variaveis aleatorias multidimensionais

4.5 - Valor esperado de variaveis aleatorias bidimensionais (discretas
e continuas)

fxy(x,y) = 0.4(2x + 3y) 0<x<1 0<y<1)

nota média e a variancia dos candidatos em matematica?

+o00 1 1
E(X) = f X * fy(x)dx = f X * f 0.4(2x + 3y)dy dx
—oo 0 0

Fx()
1 y2 1 1 3 X3 3x2 1
=O.4j x*|2xy + 3— =O.4f X * 2x+§ dx =04 *2—+-—|, = 0.5667
0 0

2 /10 3 2210

+o00 1 1
E(X?) = f x? x fy(x)dx = f x? *] 0.4(2x + 3y)dy dx
—00 0 0

fx(x)
04[1 2x(2 +3y2 1 04j1 2x(2 +3 dx = 0.4 2x4+3x3 1 _ 04
= * — = 0. * P =VUaxs— T |,— Y
F)y T YT ) o A S b 47230

Var(X) = E(X?) — u% = 0.4 — 0.5667% = 0.0789




4 - Variaveis aleatorias multidimensionais

4.5 - Valor esperado de variaveis aleatdrias bidimensionais
(discretas e continuas)

fxy(x,y) = 0.4(2x + 3y) 0<x<1 0<y<1)

nota média e a variancia dos candidatos em destreza manual?

400 1 1
P = | Y f)dy = jo y jo 0.4(2x + 3y)dx dy

fr

1 xZ 1 2 3
=0.4f y# 25+ 3xy 1=0.4f yx(1+3y)dy =04+ +32 |1 =06
; 2 0 . 2 72730

+ 00 1
E(Y?) = j vy fy(y)dy = J y% % 0.4(2x + 3y)dx dy
— 00 0

fr(»
1 xZ 1 3 4
=o.4j y2+ (22 4+ 3xy 1=o.4f y2 % (1+3y)dy = 04— +32-| L = 04333
. 2 0 ; 2|0

3

Var(X) = E(X?) — u% = 0.4333 — 0.62 = 0.1833



4 - Variaveis aleatorias multidimensionais

4.5 - Valor esperado de variaveis aleatdrias bidimensionais
(discretas e continuas)

* Sejaav.a. Bidimensional (X,Y) com fung¢ao densidade conjunta:

f(x,y)=%(x2—xy) 0<x<1,0<y<l1

11
E(XY) =JJ y—(x — xy)dxdy
00

1

E(X) = fof —(x — xy)dydx = jle—;(xz — xy)dydx = Ofxfx(x)dx

)

1

E(Y) = ffy—(x ? — xy)dxdy = j f—(x — xy)dxdy = jyfy(y)dx
0

0 0



4 - Variaveis aleatorias multidimensionais

4.5 - Valor esperado de variaveis aleatdrias bidimensionais
(discretas e continuas)

* Seja (X,Y) v.a. com f.probabilidade conjunta:

X +Yy
32

Calcular E(X,Y), E(X), E(Y), Var(X), Var(Y)

flx,y) = (x=1,2;y =1,2,3,4)

X\ Y 1 2 3 4 fx(2)
1 2/32 | 3/32 | 4/32 | 5/32 | 14/32
2 3/32 | 4/32 | 5/32 | 6/32 | 18/32

fr(y) | 5/32 | 7/32 | 9/32 | 11/32 1




4 - Variaveis aleatorias multidimensionais

4.5 - Valor esperado de variaveis aleatdrias bidimensionais
(discretas e continuas)

Teorema 4.4 e sua generalizagao ao caso continuo

Se (X, Y) for uma varidvel aleatdria bidimensional e se existirem
E(X)eE(Y), entdo, E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Teorema 4.5 e sua generalizagao ao caso continuo

Se X e Y forem variaveis aleatodrias independentes e se
existirem E(X ) e E(Y), entdo, E(XY) = E(X) E(Y).

Atencao: A reciproca nao é verdadeira, ié, E(XY) = E(X ) E(Y)
nao garante que as variaveis sejam independentes.




4 - Variaveis aleatorias multidimensionais
4.5 - Momentos de variaveis aleatdrias bidimensionais

(discretas e continuas)
Momentos em relacao a origem

Definicao 4.14 — Momentos de ordem r 4+ s em relag¢do a origem

Seja (X,Y) uma varidvel aleatoria bidimensional discreta. O valor
esperado, ', = E(X"YS) define, se existir, um momento de ordemr +
s em relagéo a origem (ordindrio) da variavel aleatéria (X ,Y).

Momentos de ordem 1 + s em relagdo a origem :

v.a. Discretas

Hrs =EQXTY®) = Z(x,y)eDX’y x"y fyxy(x,y) (4.31)

v.a. Continuas
/ + oo (00
Wres = EQXTYS) = [T7 [T 7%y  fyy (x,y)dxdy  (4.32)



4 - Variaveis aleatorias multidimensionais
4.5 — Momentos de variaveis aleatdrias bidimensionais
(discretas e continuas)
Momentos em relacao a média

Definicao 4.15 — Momentos de ordem r + s em relagéo a média - Discretas

Seja (X,Y) uma varidvel aleatoria bidimensional discreta. O valor esperado,
Hrs = E[(X — ux)" (Y — py)®]

define, se existir, um momento de ordem r + s em relacéGo a média

(ou central) da varidvel aleatéria (X ,Y).

V.a.(s) Discretas

Hrs = E[(X — px)"(V — py)®] = Z(x,y)epxy(x — tx)" (¥ — py)® fxy (x, ¥)(4.35)

V.a.(s) Continuas

trs = E[QX — )" (Y — py)®1 = [0 17200 — ux)™ (0 = iy)* fixy (%, y) dxdy
(4.36)




4 - Variaveis aleatorias multidimensionais
4.5 - Momentos de variaveis aleatdrias bidimensionais

(discretas e continuas)
Covariancia

Definicdo 4.16 — Covariancia
A covariancia das variaveis aleatéorias X e Y é,

Hy1 = Cov(X,Y) = Oxy = E[(X —ux)(Y — uy)],
se este valor esperado existir.

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X) E(Y) Resultado importante
v 1

(-

~
+
o’

]




4 - Variaveis aleatorias multidimensionais
4.5 - Momentos de variaveis aleatdrias bidimensionais

(discretas e continuas)
Coeficiente de correlacao

Defini¢ao 4.17 — Coeficiente de correlagao
O coeficiente de correlacao entre as variaveis aleatorias X eY é

dado por,
Cov(X,Y) _E(XY)—E(X).E(Y)

Py = JVar(X)./Var(Y) B NENEY

—1 < pyy <1 seesose existir uma relagao linear.

Teorema 4.6 — Se duas variaveis aleatorias, X e Y, sdo
independentes entdo a respectiva covariancia € igual a zero.

A reciproca nao é verdadeira, isto é, covariancia nula nao
implica independéncia.



4 - Variaveis aleatorias multidimensionais
4.5 — Momentos de variaveis aleatorias bidimensionais
(discretas e continuas)

Teorema 4.7 — Se existem segundos momentos para as variaveis
aleatodrias X e Y, entao
Var(X+Y) =Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)

Em particular, se as variaveis sao independentes,
Var(X+Y) =Var(X) + Var(Y)




4 - Variaveis aleatorias multidimensionais
4.5 — Momentos de variaveis aleatdrias bidimensionais
(discretas e continuas)
Exemplo 4.7 — Considerem-se as variaveis aleatdrias X e Y com
funcoes probabilidade conjuntas — casos Ae B
Em ambos os casos, E(X) = E(Y) = 3;Var(X) = Var(Y) =4

A B
X\Y | 1 5 |fx(x) X\Y | 1 5 [fx(&)
1 0.4 0.1 0.5 1 0.1 0.4 0.5
5 0.1 0.4 0.5 5 0.4 0.1 0.5
fy(y)| 0.5 0.5 1 fyr(y) | 0.5 0.5 1

A—Cov(X,Y) =E(XY)—EX).E(Y) =114—-9=24

B-Cov(X,Y) =E(XY) —E(X).E(Y) =66—9=—2.4




4 - Variaveis aleatorias multidimensionais
4.5 — Momentos de variaveis aleatorias bidimensionais
(discretas e continuas)

Exemplo 4.8 — Considerem-se as variaveis aleatédrias, X e Y,
com fungdo probabilidade conjunta

X\ Y -1 0 1 fx(x)
-1 0 0.25 0 0.25
0 0.25 0 0.25 0.5
1 0 0.25 0 0.25
fr(y) 0.25 0.5 0.25 1

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X).E(Y) = 0.
£(0,0) = 0 # f(0) * £,(0) = 0.5 % 0.5 = 0.25

As v.a.(s) X e Y nao sdao independentes.



4 - Variaveis aleatorias multidimensionais
4.5 - Momentos de variaveis aleatdrias bidimensionais

(discretas e continuas)
Valores esperados condicionados:

V.a.(s) Discretas
ECZIY=y)=EQ@X,V|Y =y) = 2xep, VX, V). fxy=y(x) (4.46)
V.a.(s) Continuas

EZIY =) = Ep&AN|Y =y] = [T, V) fyy=y(X)dx  (4.47)

Nota: E(Z|Y = y) é v.a.



4 - Variaveis aleatorias multidimensionais
4.5 — Momentos de variaveis aleatorias bidimensionais
(discretas e continuas)

Seja (X,Y) v.a. bidimensional com fungao probabilidade conjunta:

x \y 3 5 fx (x)
1 0,1 0,3 0,4
2 0,2 0,4 0,6
o | 03 0,7 1

o ) FLy)  fA3) _fA5)
EYix =1 = Zyepyyf”“(” = Zywﬂ RO RO VR T

o ) f@y) @23 f@25)
EIX=2) = zyeDYYfY'X=2(” = Zywyy 2 R TR YO

Atencdo: tem-se um valor para cada E(Y|X = x),x € Dy e esses
valores soO sao iguais se as variaveis forem independentes.




4 - Variaveis aleatorias multidimensionais
4.5 - Momentos de variaveis aleatdrias bidimensionais
(discretas e continuas)

Caso particular mais interessante:
* Médias condicionadas para v.a.(s) discretas

YAV =Y SEVIX =0 =)y frzm®)

YEDy

POOY) = XSEXIY =)= D % frjymy ()

X€EDx

e Médias condicionadas para v.a.(s) continuas
[+

] Y- fY|X=x(y)dy

— 00

YX,Y)=Y=E{|X=x) =

[+

J V. frix=x(y)dy

— 00

YX,Y)=Y=2EY|X =x) =

Nota: E(X|Y) e E(Y|X) sdao v.a.(s)



4 - Variaveis aleatorias multidimensionais
4.5 — Momentos de variaveis aleatorias bidimensionais
(discretas e continuas)

Definicao 4.20: Independéncia em média

EY|X =x) =E(Y) Vx (4.62)ouE(X|Y =y) = E(X) Vy (4.63)
As v.a.(s) X eY dizem-se independentes em média
Notas:

1. Independéncia em média nao é simétrica. 4.62 = 4.63 e

vice-versa

2. Independéncia em média implica a ndo correlacao mas a
reciproca nao é verdadeira



